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ฟังกช์นัที่เป็นสว่นประกอบของเวกเตอร ์

 ก าหนดให ้    เป็นฟงักช์นั และ    เป็นตวัแปรอสิระ ดงันัน้ส  าหรบัแต่ละค่าของ ในโดเมนของ    

จะมเีวกเตอรเ์พยีงเวกเตอรเ์ดยีวในปรภิูมสิามมติทิีส่มนยักบั   เขยีนแทนดว้ย   
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ฟังกช์นัที่เป็นสว่นประกอบของเวกเตอร ์

 ถา้ให ้              และ       เป็นส่วนประกอบของ        แลว้              และ       เป็น

ฟงักช์นัค่าจรงิ เรยีกฟงักช์นัค่าจรงิท ัง้สามนี้วา่ “ฟงักช์นัสว่นประกอบของเวกเตอร”์ เขยีนแทน

ดว้ย

   ,f t g t  h t  r t    ,f t g t  h t

        , ,r t f t g t h t        r t f t i g t j h t k  

เป็นฟงักช์นั เป็นฟงักช์นั เป็นฟงักช์นัเป็นฟงักช์นั

เป็นฟงักช์นั

เป็นฟงักช์นั



Example 1 ถา้                                 แลว้จงหาฟงักช์นัสว่นประกอบของ

Solution

    3 , log 3 ,r t t t t   r t

ฟงักช์นัส่วนประกอบของ       คอื  r t

    3 , log 3 ,r t t t t 

  3 , ( )f t t t    

   log 3 , (3 0)g t t t   

  , ( 0)h t t t 

โดเมนของ       เป็นเซตของค่า   ซึง่       นิยาม จะเหน็ว่า โดเมนของ        คอืช่วง    r t t  r t  r t [3,0)



บทนิยาม 2.1

ถา้                             แลว้               , ,r t f t g t h t         lim lim ,lim , lim
t a t a t a t a

r t f t g t h t
   



เมือ่ฟงักช์นัส่วนประกอบท ัง้สามมลีมิติเมือ่        t a

***ลมิติของฟงักช์นัค่าเวกเตอรม์คีุณสมบตัทิีเ่ป็นไปตามกฏเกณฑข์องลมิติของฟงักช์นัค่าจรงิ



Example 2 จงหา             เม่ือ 

Solution

 
0

lim
t

r t


   
 3

sin
1 t

t
r t t i te j k

t

   

   
 3

sin
1 t

t
r t t i te j k

t

   

Take limit ทัง้สองขา้งของสมการจะได ้

   
 3

0 0 0 0

sin
lim lim 1 lim limt

t t t t

t
r t t i te j k

t



   

 
           

 

       
0

lim 1 0 1
t

r t i j k


  

 
0

lim
t

r t i k


  Answer



เสน้โคง้ของฟังกช์นัเวกเตอร์

curve of vector functions



บทนิยาม 2.2

ฟงักช์นัเวกเตอร ์     มีความต่อเน่ืองที่    ถา้  r a    lim
t a

r t r a




ถา้           เป็นฟงักช์นัค่าจรงิและต่างก็มคีวามต่อเน่ืองบนช่วง   และเซต    บนจดุ            ท ัง้หมดใน

ปรภิูมซิึง่ตามสมการ

, ,f g h I C  , ,x y z

     , ,x f t y g t z h t  

ค่าของ   แปรเปลีย่นไปตลอดบนช่วง    เรยีกวา่ “เสน้โคง้ปรภิมูิ (Space curve)”t I

และสมการ                                  เรยีกวา่ “สมการพาราเมตรกิซ(์parametric)” ของ     , ,x f t y g t z h t   C

เรยีกวา่ “พารามิเตอร(์parameter)”t



บทนิยาม 2.2

ถา้ใหฟ้งักช์นัค่าเวกเตอร ์                                    แลว้       เป็นเวกเตอรบ์อกต าแหน่งของจดุ   

บนเซต  C

C เปรยีบเสมอืนแนวทางการเคลือ่นทีข่องอนุภาค ณ เวลา   อนุภาคอยู่ ณ จดุ                        บนเซต   t       , ,P f t g t h t C

        , ,r t f t g t h t  r t

      , ,P f t g t h t

x

y

z

 r t

      , ,P f t g t h t

C



Example 3 จงบรรยายลกัษณะเสน้โคง้ซึ่งนิยามดว้ยฟังกช์นัค่าเวกเตอรด์งัน้ี

Solution

Answer

       1 2 5 1 6r t t i t j t k      

สมการพาราเมตรกิซท์ีส่มนยัคอื 1 , 2 5 , 1 6x t y t z t      

หรอืเขยีนฟงักช์นั       ใหอ้ยู่ในรูป  r t   0r t r tv 
 0 1,2, 1r  

 1,5,6v 

x

y

z

 r t

C
v

0r  1,2, 1P 

ซึง่ก็คอืสมการเชงิเสน้ของเสน้ตรง



Example 4 จงบรรยายลกัษณะเสน้โคง้ซึ่งนิยามดว้ยฟังกช์นัค่าเวกเตอรด์งัน้ี

Solution สมการพาราเมตรกิซท์ีส่มนยัคอื

เพราะว่าจากคุณสมบตัขิองฟงักช์นัตรโีกณมติิ

ดงันัน้เสน้โคง้ตอ้งต ัง้อยู่บนผวิทรงกระบอก (Ellipse)

     2cos sinr t t i t j tk  

   2cos , sin ,x t y t z t  

2
2 2 2cos sin 1

2

x
y t t

 
    

 
2

2 1
2

x
y

 
  

 
เน่ืองจาก z t

ดงันัน้ลกัษณะเสน้โคง้จะเป็นเกลยีววนรอบผวิทรงกระบอกตามค่าของ          ตามแกน z t z

จะเรยีกเสน้โคง้ในลกัษณะนี้วา่ เสน้โคง้ ฮลีกิซ ์(Helix)หรอืเสน้เกลยีว



Example 4 จงบรรยายลกัษณะเสน้โคง้ซึ่งนิยามดว้ยฟังกช์นัค่าเวกเตอรด์งัน้ี

แทนค่า 

     2cos sinr t t i t j tk  

x

y

z

0,1,
2

 
 
 

 2,0,0

 r t
2

r
 
 
 

0t  จะไดเ้วกเตอร์  0 2 0 0r i j k  

แทนค่า 
2

t


 จะไดเ้วกเตอร์ 0 1
2 2

r i j k
  

   
 



อนุพนัธข์องฟังกช์นัเวกเตอร์

differential of vector functions



บทนิยาม 2.3

อนุพนัธข์องฟงักช์นัเวกเตอร ์       เขยีนแทนดว้ย        หรอื         ซึง่มนีิยามดงันี้  r t
dr

dt
 'r t

 
   '

0
lim
k

r t k r tdr
r t

dt k

 
 

เมือ่ลมิตินี้หาค่าได ้ความสมัพนัธเ์ชงิเรขาคณิตของบทนิยามนี้จะเป็นดงัภาพ

x

z

y

P
Q

C

 r t k

 r t

   r t k r t 

x

z

y

P
Q

C

 r t k

 r t

 'r t



อนุพนัธข์องฟังกช์นัเวกเตอร ์

และ         เป็นเวกเตอรบ์อกต าแหน่งของจดุ    และ    ตามล าดบัดงันัน้  

x

z

y

P
Q

C

 r t k

 r t

   r t k r t 

x

z

y

P
Q

C

 r t k

 r t

 'r t

 r t  1r t  P Q

   PQ r t k r t  

เวกเตอร ์                       ขนานกบั                    เมือ่          ท าให ้    
1

r t k r t
k

     r t k r t  0k 

    
1

r t k r t
k

  เขา้ใกลเ้วกเตอรซ์ึง่อยู่บนแนวของเสน้สมัผสัทีจ่ดุP

เรยีกเวกเตอร ์         วา่ “เวกเตอรส์มัผสั (tangent vector)” กบัเสน้โคง้  'r t C

เมือ่ลมิติหาค่าได ้และ         ไมเ่ป็นเวกเตอรศู์นยแ์ลว้   'r t

 
 

 

'

'

r t
T t

r t
 เวกเตอรส์มัผสัหน่ึงหน่วย



Example 5 จงหาอนุพนัธข์อง                                         

และหาเวกเตอรส์มัผสัหน่ึงหน่วยเม่ือ 

Solution หาอนุพนัธข์องเวกเตอร์

       31 sin 2tr t t i te j t k   

0t 

       31 sin 2tr t t i te j t k   

จะได ้      ' 23 1 2cos 2tr t t i t e j t k   

เมือ่         แทนค่าจะได ้                         และ 0t   0 1 0 0r i j k    ' 0 0 1 2r i j k  

ดงันัน้เวกเตอรส์มัผสัหนึ่งหน่วยทีจ่ดุ           คอื  1,0,0

 
 

 

'

'

0 2 1 2
0

0 1 4 5 5

r j k
T j k

r


   


Answer



Example 6 จงหา        และเขียนแผนภาพแสดง       และ       เม่ือ  

Solution หาอนุพนัธข์องเวกเตอร์

จะได ้

แทนค่า       จะได ้

 'r t  1r  ' 1r

   2r t ti t j  

   2r t ti t j  

 ' 1

2
r t i j

t
 

1t   ' 1
1

2 1
r i j   ' 1

1
2

r i j 

สมการพาราเมตรกิซข์องเสน้โคง้ทีก่  าหนดมาใหใ้นระนาบคอื

, 2 , 0x t y t z   
22 , 0y x x  



Example 6 จงหา        และเขียนแผนภาพแสดง       และ       เม่ือ   'r t  1r  ' 1r

   2r t ti t j  

และแสดง         ดว้ยลูกศรทีม่ี

จดุเริ่มตน้ที ่          และจดุสิ้นสุดที ่

22y x 

y

x

 1r  ' 1r

3
,0,0

2

 
 
 

 1,1,0

 1r i j 

 ' 1r

 1,1,0
3

,0,0
2

 
 
 

Answer



Example 7 จงแสดงว่าถา้             (ค่าคงที่) แลว้        ต ัง้ฉากกบั       
ส าหรบัแต่ละค่าของ   ในโดเมนของ

Solution พสูิจน ์ เพราะวา่ 

 r t c  'r t  r t

t r

     
2 2r t r t r t c 

ดงันัน้      2d d
c r t r t

dt dt
   

       ' '0 r t r t r t r t 

   '2 0r t r t 

นัน่คอื          ต ัง้ฉากกบั  'r t  r t Answer

***ถา้เสน้โคง้     อยู่บนพื้นผิวทรงกลมแลว้เวกเตอรส์มัผสั        ย่อมตัง้ฉากกบัเวกเตอรบ์อกต าแหน่ง       เสมอC  'r t  r t

x

y

z

0
C

 'r t

 r t



อนิทกิรลัจ ากดัเขตของฟังกช์นัเวกเตอร์

Limit Integral of vector functions



อนิทิกรลัจ ากดัเขตของฟังกช์นัเวกเตอร ์

สามารถเขยีนอนิทกิรลัของ    ในรูปของอนิทกิรลัส่วนประกอบ          ดงันี้      r , ,f g h

       
b b b b

a a a a

r t dt f t dt i g t dt j h t dt k
     

       
     

   

จากทฤษฎบีทหลกัมลูแคลคูลสัส  าหรบัฟงักช์นัค่าเวกเตอรแ์บบต่อเน่ืองคอื 

       
b

b

a
a

r t dt R t R b R a    

เมือ่     เป็นปฏยิานุพนัธข์อง    นัน่คอื                ใชส้ญัลกัษณ ์   R r    'R t r t  r t dt



Example 8 ถา้                                          แลว้จงหาอนิทิกรลัจ ากดัเขต

ของ 

Answer

     2cos sin 2r t t i t j tk  

 r t dt

Solution          2cos sin 2r t dt t dt i t dt j tdt k     

        22sin cosr t dt t i t j t k C     เมือ่       คอื เวกเตอรค์งทีใ่ดๆ C

     
2

2 2

0
0

2sin cosr t dt t i t j t k





    

 
22

0

2
4

r t dt i k j



 
       
 



 
22

0

2
4

r t dt i j k




  



ความยาวสว่นโคง้

curve length



ความยาวสว่นโคง้

ในกรณีของเสน้โคง้    ในระนาบซึง่มสีมการพาราเมตรกิ              และ              ส  าหรบั          C

ความยาวส่วนโคง้     มนีิยามเป็นลมิติของโพลกีอน (Polygon)และค านวณไดด้งันี้

 x f t  y g t a t b 

C

   
2 2

2 2' '

b b

a a

dx dy
L f t g t dt dt

dt dt

   
      

   
  เมือ่         และ        เป็นฟงักช์นัต่อเน่ือง 'f t  'g t

y

x0
a b

C



ความยาวสว่นโคง้

การหาความยาวส่วนโคง้ในปรภิูมสิามมติกิ็ใชว้ธิกีารเดยีวกนั กลา่วคอื นิยามในรูปลมิติของรูปหลายเหลีย่มหรอื

โพลกีอน ก าหนดใหส้มการแบบเวกเตอรข์องเสน้โคง้    ในปรภิูมคิอื C

        , ,r t f t g t h t

        ' ' ' ', ,r t f t g t h tดงันัน้ ส  าหรบั a t b 

เขยีนในรูปสมการพาราเมตรกิไดด้งันี้  x f t  y g t  z h t

โดยที ่                        เป็นฟงักช์นัต่อเน่ือง 'f t  'g t  'h t



ความยาวสว่นโคง้

สามารถค านวณความยาวส่วนโคง้    เมือ่   มค่ีาเพิม่ขึ้นจาก    ไป C t a b

     
2 2 2

' ' '

b

a

L f t g t h t dt            

2 2 2b

a

dx dy dz
L dt

dt dt dt

     
       

     
  '

b

a

L r t dt 

x

y

z

0

C
 'r t

 r t



Example 9 จงหาความยาวสว่นโคง้ฮลีกิซว์งกลมซ่ึงมีสมการแบบเวกเตอรด์งัน้ี

จากจุด         ไปยงัจุด 

Solution เพราะว่า 

     cos sinr t t i t j tk    1,0,0  1,0,2

     ' sin cosr t t i t j k   

จะได ้        
2 2' 2sin cos 1r t t t     ' 2r t 

ส่วนของเสน้โคง้จากจดุ          ไปยงัจดุ            สมนยักบัค่าของ   จาก   ถงึ       1,0,0  1,0,2 t 0 2

 '

b

a

L r t dt 
2

0

2 2 2L dt



 แทนค่าจะได ้

x

y

z

 1,0,2

 1,0,0

Answer



เสน้โคง้เรยีบ

บทนิยามที ่2.4 กลา่ววา่ เสน้โคง้    ก าหนดโดยฟงักช์นัค่าเวกเตอร ์       บนช่วง    เป็นเสน้โคง้เรยีบถา้  C  'r t

I

1.       มคีวามต่อเน่ือง 'r t

2.            ส าหรบัแต่ละ    ทีเ่ป็นจดุภายใน  ' 0r t 

I

t



Example 10 สมการแบบเวกเตอรข์องเสน้โคง้     ในระนาบคือ

Solution เน่ืองจาก 

ดงันัน้

จะไดว้า่ จดุบนเสน้โคง้ทีส่มนยักบั        คอื        ซึง่มลีกัษณะหกัเป็นมมุแหลมวกกลบั(Cusp)กลา่วไดว้า่  

Answer

C    3 21 ,r t t t 

   ' 23 ,2r t t t

   ' 0 0,0r 

0t   1,0

เสน้โคง้     ขาดความเรยีบทีจ่ดุนี้                              หรอื  C    3: 1 ,C r t t t   
2

3: 1C y x 
y

x
0

 1,0

C



ความโคง้

curvature



ความโคง้

การวดัความโคง้ของเสน้โคง้จะวดัจากอตัราการเปลีย่นแปลงของเสน้โคง้ออกจากเสน้สมัผสั

ค่าความโคง้จะใชส้ญัลกัษณ ์      (Kappa)

dr
T

ds



y

x
0

0P

P

T

T

T

T

s



นิยาม

ถา้     เป็นเวกเตอรห์นึ่งหน่วยทีส่มัผสักบัเสน้โคง้ราบเรยีบ ความโคง้ของเสน้โคง้จะเท่ากบัT

dT

ds
 

ถา้         มค่ีามาก หมายความวา่ ทีจ่ดุ    นัน้มคีวามโคง้มาก
dT

ds
P

ถา้         มค่ีาเป็นศูนย ์หมายความวา่ ทีจ่ดุ    นัน้มคีวามโคง้เป็นศูนย์
dT

ds
P

y

x
0

0P

P

T

T

T

T

s



ความโคง้

ส าหรบัเสน้โคง้        เราสามารถหาความโคง้ไดด้งันี้ r t

dT dT dt

ds dt ds
  

1 dT

ds dt

dt

 
1 dT

v dt
 

ถา้        เป็นเสน้โคง้ราบเรยีบแลว้ ความโคง้หาไดจ้าก  r t

1 dT

v dt
 

v
T

v
เมือ่              คอืเวกเตอรส์มัผสัขนาดหน่ึงหน่วย



Example 11 จงแสดงว่าวงกลม     มีความโคง้เป็น

Solution เสน้โคง้ทีเ่ป็นวงกลมรศัม ี    คอื 

Answer

a
1

a

a      cos sinr t a t i a t j 

     ' sin cosr t v a t i a t j   ดงันัน้

     
2 2' sin cosr t v a t a t     ' 2r t v a a a   

   sin cos
v

T t i t j
v

   จะไดว้า่

   cos sin
dT

t i t j
dt

  

2 2cos sin 1
dT

t t
dt

  

 
1 1 1

1
dT

v dt a a
   ดงันัน้ค่าความโคง้จะเป็น



ความโคง้

พจิารณาเสน้โคง้     ค่าอนุพนัธ ์      จะต ัง้ฉากกบัเวกเตอร ์   ถา้หากหาร       ดว้ย  T

จะไดเ้วกเตอรห์นึ่งหน่วย      ทีต่ ัง้ฉากกบั     โดยที ่      นี้ เรยีกวา่ “เวกเตอรป์กตหิน่ึงหน่วย”N

dT

ds
T

dT

ds


T N

0P

s

1P
T

1 dT
N

ds


2P

T

1 dT
N

ds




นิยาม

ในจดุที ่   ไมเ่ป็นศูนย ์เวกเตอรป์กตหินึ่งหน่วยของเสน้โคง้หาไดจ้าก      

ถา้หากมเีสน้โคง้        ใดๆ  สามารถใชก้ฏลูกโซ่หาเวกเตอร ์    ดงันี้ N

1 dT
N

ds


 r t

dT

dsN
dT

ds



dT dt

dt dsN
dT dt

dt ds


กฏลูกโซ่ dT

dtN
dT

dt



เวกเตอรป์กตหินึ่งหน่วยของเสน้โคง้

ถา้       เป็นเสน้โคง้ราบเรยีบ เวกเตอรป์กตหินึ่งหน่วยหาไดจ้าก r t
dT

dtN
dT

dt

 เมือ่            เป็นเวกเตอรส์มัผสัหนึ่งหน่วย 
v

T
v





Example 12 จงหา    และ     จากการเคลื่อนที่ในแนววงกลม 

Solution
ข ัน้ตอนแรกหา    จาก

T N

และจาก

     cos2 sin 2r t t i t j 

T      ' 2sin 2 2cos2r t v t i t j   

v
T

v


แทนค่าจะได ้
   2sin 2 2cos 2

2

t i t j
T

 
    sin 2 cos2T t i t j  

ข ัน้ตอนทีส่องหา    จาก    2cos 2 2sin 2
dT

t i t j
dt

  N

2 24cos 2 4sin 2 2
dT

t t
dt

  



Example 12 จงหา    และ     จากการเคลื่อนที่ในแนววงกลม T N

และจาก

     cos2 sin 2r t t i t j 

dT

dtN
dT

dt



แทนค่าจะได ้
   2cos 2 2sin 2

2

t i t j
N

 


   cos2 sin 2N t i t j  

จะพบว่า              นัน่หมายความวา่     ต ัง้ฉากกบั       0T N  T N Answer



รศัมีความโคง้

Radius of curvature



รศัมีความโคง้

รศัมคีวามโคง้ของส่วนโคง้มสีญัลกัษณเ์ป็น    ค านวณไดจ้าก 

1





T
N

Center of 

curvature

Radius of 

curvature

 ,P x y

Curve

Circle of curvature

วงกลมทีส่มัผสักบัเสน้โคง้ทีจ่ดุ    ถา้หากรศัมขีองวงกลมเท่ากบัรศัมี

ความโคง้ ณ จดุนัน้เรยีกวงกลมนัน้วา่ “circle of curvature” หรอื

“Osculating Circle”

P



Example 13 จงหา Osculating Circle ของกราฟพาราโบล่า

ที่จุดก าเนิด

Solution เสน้ทางของกราฟพาราโบลา่คอื 

2y x

  2r t ti t j 

หาความโคง้ของกราฟพาราโบลา่ทีจ่ดุก าเนิดโดย  ' 2r t v i tj    ' 21 4r t v t  

ดงันัน้    
1 1

2 22 21 4 2 1 4
v

T t i t t j
v

 

    

ค านวณหาค่า       จะได ้
dT

dt
     

3 1 1
2 2 2 22 2 24 1 4 2 1 4 8 1 4

dT
t t i t t t j

dt

   
       

 

ทีจ่ดุเริ่มตน้         จะไดค้วามโคง้เป็น0t   
 

 
1

0 0
0

dT

dtv
 



Example 13 จงหา Osculating Circle ของกราฟพาราโบล่า

ที่จุดก าเนิด
2y x

 
1

0 0 2
1

i j  Solution

  2 20 1 0 2 2   

รศัมคีวามโคง้คอื                   และวงกลมมจีดุศูนยก์ลางอยู่ที ่ 
1 1

2



  1

0,
2

 
 
 

ดงันัน้จะได ้Osculating circle คอื    
2 2 2x h y k r   

แทนค่าจะได ้  
2 2

2 1 1
0

2 2
x y

   
      

   



Example 13 จงหา Osculating Circle ของกราฟพาราโบล่า

ที่จุดก าเนิด
2y x

 
1

0 0 2
1

i j  Solution

  2 20 1 0 2 2   

รศัมคีวามโคง้คอื                   และวงกลมมจีดุศูนยก์ลางอยู่ที ่ 
1 1

2



  1

0,
2

 
 
 

ดงันัน้จะได ้Osculating circle คอื    
2 2 2x h y k r   

แทนค่าจะได ้  
2 2

2 1 1
0

2 2
x y

   
      

   

2

2 1 1

2 4
x y

 
   
 

หรอื



Example 13 จงหา Osculating Circle ของกราฟพาราโบล่า

ที่จุดก าเนิด
2y x

Solution

x

y

1

2

0 1

2y x

Answer



The End


