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• การคูณเวกเตอร์
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• ระบบพิกดัทรงกลมและการแปลงระบบพิกดั
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สเกลาร์และเวกเตอร์

• ปริมาณสเกลาร์ คือ ปริมาณท่ีมีเฉพาะขนาด หรือมีเฉพาะจ านวนจริง 
(+,-) นัน่เอง เช่น อณุหภมูิ เวลา ระยะทาง พืน้ท่ี น า้หนกั ปริมาตร เป็น
ต้น

• ปริมาณเวกเตอร์ คือ ปริมาณท่ีมีทัง้ขนาดและทิศทาง หรือมีทัง้สว่นจริง
และสว่นจินตภาพ เช่น ความเข้มสนามไฟฟา้ ความเข้มสนามแม่เหล็ก 
เป็นต้น

• ดงันัน้ วิชาสนามแมเ่หลก็ไฟฟา้ จะมีความเก่ียวข้องกบัปริมาณเวกเตอร์
เสมอ โดยในท่ีนีจ้ะแทนตวัแปรท่ีเป็นปริมาณเวกเตอร์ด้วยตวัหนา 
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เวกเตอร์หน่ึงหน่วย (Unit Vector)
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เวกเตอร์         ใดๆ ซ่ึงมีทั้งขนาดและทิศทาง สามารถเขียนไดเ้ป็นA

=a A AA

เม่ือ       คือขนาดของ       และ         คือเวกเตอร์หน่ึงหน่วย (Unit vector)   
ใชส้ าหรับก ากบัทิศทางของเวกเตอร์        ซ่ึงมีขนาดเป็น 1 เสมอและไม่มี
หน่วย

A A a A

A

a A
A A

 
A A



การบวกและการลบเวกเตอร์
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เวกเตอร์       และเวกเตอร์       แสดงดงัรูป สามารถบวกกนัเป็นเวกเตอร์      ได้A

โดยการแทนดว้ยรูปกราฟ 2 วิธีคือ

B C

1.วิธีส่ีเหล่ียมดา้นขนาน

2.วิธีหางต่อหวั วิธีน้ีท าใหท้ราบวา่ C = A + B = B + A



การบวกและการลบเวกเตอร์
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เวกเตอร์       และเวกเตอร์       แสดงดงัรูป สามารถลบกนัเป็นเวกเตอร์      ได ้    A

โดยอาศยัความรู้ของการบวกกนัของเวกเตอร์ คือ 

B D

ในกรณีท่ี                             แสดงวา่  

 D = A - B = A + -B

D = A - B = 0 A = B



ส่วนประกอบเชิงเวกเตอร์
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เวกเตอร์       ในระบบพิกดัฉาก หรือระบบพิกดัคาร์ทีเชียน เขียนแสดงไดด้ว้ยA

=a a ax x y y z zA A A A

โดยท่ี                        คือเวกเตอร์หน่ึงหน่วยในทิศทาง                  ตามล าดบัa , a , ax y z
, ,x y z

, ,x y zA A Aโดยท่ี                        คือส่วนประกอบเชิงเวกเตอร์ของเวกเตอร์       ในทิศทาง A

, ,x y z ตามล าดบั



ส่วนประกอบเชิงเวกเตอร์

8

เม่ือทราบถึงส่วนประกอบเชิงเวกเตอร์ จึงด าเนินการหาเวกเตอร์ระยะทางได้

ถา้จุด      และ       อยูท่ี่ (1,2,3) และ (2,-2,1) ตามล าดบั ดงันั้นเวกเตอร์ระยะทางP Q

กคื็อ การกระจดัจากจุด      ไปยงัจุด P Q

R = r rPQ Q P

x y zR = (2 1)a ( 2 2)a (1 3)aPQ      

x y zR = a 4a 2aPQ  



ตัวอย่างที่ 1
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ก าหนดใหเ้วกเตอร์                                    จงหาขนาดของเวกเตอร์      และ  

เวกเตอร์หน่ึงหน่วย

วธีิท า

x y zG = 2a 2a a  G

ขนาดของ G      
2 2 2

G = 2 2 1 3    

เวกเตอร์หน่ึงหน่วย G 2 2 1
a = a a a

G 3 3 3
G x y z  

และขนาดของเวกเตอร์หน่ึงหน่วย a 1G 



การคูณเวกเตอร์
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การคูณเวกเตอร์       ดว้ยปริมาณสเกลาร์ ท่ีมีค่าเป็นบวก จะส่งผลใหข้นาดของ  

เปล่ียนค่าไป     เท่า ( อาจจะมากกวา่หรือนอ้ยกวา่ 1) 

kA

A k k

 =a Ak kAA

ซ่ึงการคูณกนัแบบทัว่ไป ส าหรับกรณีการคูณกนัของสองเวกเตอร์นั้น ผลคูณท่ีปรากฏ

จะมีอยู ่2 แบบไดแ้ก่ ผลคูณเชิงสเกลาร์ (dot product) 
และ ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (cross product)



ผลคูณเชิงสเกลาร์
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ผลลพัธ์ของการคูณท่ีปรากฏจะเป็นปริมาณเสกลาร์ แสดงไดด้งัน้ี

= cos ABA B A B

โดยท่ี          คือมุมระหวา่ง      และ      ซ่ึงมีค่าอยูร่ะหวา่ง 0-180   
AB A B

จากค่ามุมจะเห็นวา่ ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ะมีค่าสูงสุดเท่ากบัผลคูณของขนาดทั้งสองเวกเตอร์

ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ะเป็นไดท้ั้งค่าบวกและค่าลบ ข้ึนกบัมุมระหวา่งเวกเตอร์ทั้งสอง
ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ะเป็นศูนยเ์ม่ือเวกเตอร์ทั้งสองตั้งฉากกนั

2 2= A A A A

= A B B A (กฏการสลบัท่ี)



ผลคูณเชิงสเกลาร์
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เม่ือก าหนดให ้                                                และ

= x x y y z zA B A B A B  A B

เน่ืองจาก                      และ                          เป็นท่ีมาของผลคูณแบบจุดcos0 1ð 

ประโยชน์ของผลคูณเชิงสเกลาร์จะท าใหท้ราบถึงมุมระหวา่งสองเวกเตอร์ได้

ประยกุตใ์ชก้บัปัญหาการหาส่วนประกอบของเวกเตอร์ในทิศทางท่ีก าหนดใหไ้ด้

=a a ax x y y z zA A A A =b b bx x y y z zB B B B

cos90 0ð 

ในกรณีท่ีตอ้งการทราบส่วนประกอบเชิงสเกลาร์ของ
เวกเตอร์ B ในทิศทางหน่ึงหน่วย



ผลคูณเชิงสเกลาร์
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คือการฉาย (Projector)ของเวกเตอร์     ในทิศทางเวกเตอร์หน่ึงหน่วยaB B a

คือส่วนประกอบเชิงเวกเตอร์ของเวกเตอร์     ในทิศทางเวกเตอร์หน่ึงหน่วยB a



ตัวอย่างที่ 2
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ก าหนดใหเ้วกเตอร์                                          และจุด                        จงหา
1)       ท่ีจุด

วธีิท า

x y zG = a 2.5 a +3ay x  4,5,2Q

1)  G r 5a 10a 3aQ x y z  

Ga

G  4,5,2Q

2)  ส่วนประกอบเชิงสเกลาร์ของ      ท่ีจุด      ในทิศทางของ

G Q

2 1 2
a a a a

3 3 3
N x y z  

3)  ส่วนประกอบเชิงสเกลาร์ของ      ท่ีจุด      ในทิศทางของ aN

4)  มุม        ระหวา่ง            และaN G rQ

2)

G Q

   
1

G a 5a 10a 3a 2a a 2a
3

N x y z x y z      

 
1

G a 10 10 6 2
3

N     



ตัวอย่างที่ 2
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ก าหนดใหเ้วกเตอร์                                          และจุด                        จงหา
1)       ท่ีจุด

วธีิท า

x y zG = a 2.5 a +3ay x  4,5,2Q

3)    
2 1 2

G a a 2 a a a -1.33a 0.67a 1.33a
3 3 3

N N x y z x y z

 
       

 

Ga

G  4,5,2Q

2)  ส่วนประกอบเชิงสเกลาร์ของ      ท่ีจุด      ในทิศทางของ

G Q

2 1 2
a a a a

3 3 3
N x y z  

3)  ส่วนประกอบเชิงสเกลาร์ของ      ท่ีจุด      ในทิศทางของ aN

4)  มุม        ระหวา่ง            และaN G rQ

4)

G Q

G a G cosN Ga  1 2
cos 99.9

25 100 9

ð

Ga  
 

 



ผลคูณเชิงเวกเตอร์หรือผลคูณไขว้
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ผลลพัธ์ของการคูณท่ีปรากฏจะเป็นปริมาณเวกเตอร์ แสดงไดด้งัน้ี

=a sinN ABA B A B

โดยท่ี          คือมุมระหวา่ง      และ      ซ่ึงมีค่าอยูร่ะหวา่ง 0-180 ซ่ึงใชก้ฎมือขวา
ในการพิจารณา

AB A B

กฎมือขวา

น้ิวทั้งส่ีก าจาก A B

น้ิวหวัแม่มือคือทิศทางของ
เวกเตอร์ลพัธ์



ผลคูณเชิงเวกเตอร์หรือผลคูณไขว้
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ปริมาณ                     จะไม่มีค่าเป็นลบ (เป็นบวกหรือศูนย)์ ซ่ึงมีค่าเท่ากบัพื้นท่ีsin ABA B

Bของส่ีเหล่ียมดา้นขนานท่ีประกอบดว้ยดา้น     และ     จะได ้ A

ซ่ึง

ในกรณีท่ีครอสไปอีกดา้นหน่ึงจะมีค่าเป็นลบ เช่น

ในกรณีท่ีครอสตวัเอง จะมีค่าเป็นศูนย ์เช่น 



ผลคูณเชิงเวกเตอร์หรือผลคูณไขว้
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ดงันั้นสามารถเขียนใหม่ไดเ้ป็น



ตัวอย่างที่ 3
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ก าหนดใหเ้วกเตอร์                                 และ                                       จงหา

วธีิท า

x y zA = 2a 3a +a A Bx y zB= 4a 2a +5a 



ระบบพกิดัทรงกระบอกและการแปลงระบบพกิดั
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เวกเตอร์ ณ จุดใดๆ ในระบบพิกดัทรงกระบอกจะประกอบไปดว้ย 3 ระนาบคือ

ระนาบ      แทนรัศมีของ
ทรงกระบอก





ระนาบ        แทนความสูง
ของทรงกระบอก

z

ระนาบ      แทนมุมท่ีวดั
จากระนาบ x+

1 1 1P= a a a zz   



ระบบพกิดัทรงกระบอกและการแปลงระบบพกิดั
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การคูณกนัแบบดอท และการคูณกนัแบบครอสของระบบพิกดัทรงกระบอกจะมี
ลกัษณะเหมือนระบบพิกดัฉากทุกประการ โดยท่ี

ในกรณีท่ีคูณกนัแบบครอสใหเ้ร่ิมตน้ท่ีทิศทาง      ไปยงั      และไปยงั  z

ดงันั้น a a a z   a a az   และ a a az   

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น  d 

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น  d 

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น z z dz

จะไดค้วามยาวทั้งสามระนาบเป็น ,d ,d  dz

จะไดพ้ื้นท่ีทั้งสามระนาบเป็น ,d dz  ,d dz d dz 

และมีปริมาตรเป็น d d dz  



ความสัมพนัธ์ระหว่างตัวแปรระบบพกิดั
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ความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปร                 ของระบบพิกดัฉาก , ,x y z

และตวัแปร                 ของระบบพิกดัทรงกระบอก, , z 

อา้งอิงระบบพิกดัฉากจะได้

cosx  

siny  

z z

อา้งอิงระบบพิกดัทรงกระบอกจะได้

2 2x y  
1tan

y

x
  z z

ตอ้งพิจารณาควอดแรนตด์ว้ย



การแปลงระบบพกิดั
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ระบบพิกดัฉาก

ระบบพิกดัทรงกระบอก

การแปลงระบบพิกดัจะใชห้ลกัการคูณกนัแบบดอท มาพิจารณาดงัน้ี

=a a ax x y y z zA A A A

=a a a z zA A A    A



การแปลงระบบพกิดั
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ตัวอย่างที่ 4
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จงแปลงเวกเตอร์                                     ใหเ้ป็นระบบพิกดัทรงกระบอก

วธีิท า

x y zB= a a +zay x



ตัวอย่างที่ 5
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ก าหนดใหเ้วกเตอร์                                                    จงหา

วธีิท า

  zA = 3cos a 2 a +za  

1)       ท่ีต  าแหน่ง  A  4,60 ,5ðP 2)       ท่ี       ในระบบพิกดัฉากPA P



ระบบพกิดัทรงกลมและการแปลงระบบพกิดั
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เวกเตอร์ ณ จุดใดๆ ในระบบพิกดัทรงกลมจะประกอบไปดว้ย 3 ระนาบคือ

ระนาบ      แทนรัศมีของ
ทรงกลม

r



ระนาบ     แทนมุมท่ีวดั
จากแกน 

z

ระนาบ      แทนมุมระหวา่ง
แกน     กบัรัศมีของจุด 

A= a a ar rA A A    

P



x 



ระบบพกิดัทรงกลมและการแปลงระบบพกิดั
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การคูณกนัแบบครอส ใหเ้ร่ิมตน้ท่ีทิศทาง     ไปยงั      และไปยงั     ตามล าดบั r  

ดงันั้น a a ar    a a a r   และ a a ar  

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น r r dr

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น  d 

เม่ือระนาบ       เพ่ิมข้ึนเป็น  d 

จะไดค้วามยาวทั้งสามระนาบเป็น ,dr ,rd sinr d 

จะไดพ้ื้นท่ีทั้งสามระนาบเป็น 2 sin ,r d d  

sin ,r drd 

rdrd

และมีปริมาตรเป็น 2 sinr drd d  



ความสัมพนัธ์ระหว่างตัวแปรระบบพกิดั

29

ความสมัพนัธ์ระหวา่งตวัแปร                 ของระบบพิกดัฉาก , ,x y z

และตวัแปร                 ของระบบพิกดัทรงกลม, ,r  

อา้งอิงระบบพิกดัฉากจะได้

sin cosx r  

sin siny r  

cosz r 

อา้งอิงระบบพิกดัทรงกลมจะได้

2 2 2r x y z   1

2 2 2
cos

z

x y z
 

 

1tan
y

x
 

 0 180ð  



การแปลงระบบพกิดั
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ระบบพิกดัฉาก

ระบบพิกดัทรงกลม

การแปลงระบบพิกดัยงัใชห้ลกัการคูณกนัแบบดอท มาพิจารณาเหมือนเดิม

=a a ax x y y z zA A A A

A= a a ar rA A A    



โจทย์ปัญหาที่ 1
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โจทย์ปัญหาที่ 2



โจทย์ปัญหาที่ 3
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โจทย์ปัญหาที ่4



โจทย์ปัญหาที่ 5
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