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 เสน้ตรงและระนาบใน 3 มติิ



ปรมิาณทางกายภาพ

ปรมิาณสเกลาร์

 บ่งบอกเพยีงขนาดอย่างเดยีวก็ท  าใหไ้ดใ้จความทีส่มบูรณ์

 นิยมเขยีนสญัลกัษณด์ว้ยตวัอกัษรภาษาองักฤษหรอืกรีก

 สามารถด าเนินการทางดา้นพชีคณิตไดโ้ดยตรง

 มวล ความยาว  ความหนาแน่น  อณุหภมู ิ งาน พลงังาน 

ปรมิาตร เป็นตน้ 



ปรมิาณทางกายภาพ (ต่อ)

ปรมิาณเวกเตอร์

 จ าเป็นตอ้งบ่งบอกท ัง้ขนาดและทศิทางเพือ่ใหไ้ดใ้จความที่

สมบูรณ์

สญัลกัษณจ์ะใชค้วามยาวเสน้แทนขนาด และหวัลูกศรแทนทศิทาง

 แรง ความเร็ว ความเร่ง สนามแมเ่หลก็ สนามไฟฟ้า  เป็นตน้ 

หมายถงึ เวกเตอร ์A มขีนาด 3 หน่วยทศิทางไปทางขวา



ปรมิาณทางกายภาพ (ต่อ)

ตอบไดห้รอืไม่ ภาพ

ดงักล่าวบ่งบอกถงึ

ปรมิาณสเกลา่ร ์หรอื

ปรมิาณเวกเตอร ์

ใดบา้ง ?????



Example 1

 นายมารโิอม้นี า้หนกั 70 kg และมสี่วนสูง 1.80 m ถา้โลกนี้มนีายมารโิออ้ยู่ 7 คน อยากทราบ

วา่ผลรวมของน า้หนกัและผลรวมของส่วนสูงของมารโิอท้ ัง้ 7 คนจะเป็นเท่าไหร่

 Solution : มารโิอ ้1 คนหนกั 70 kg มารโิอ ้7 คนจะหนกั  7x70 = 490 kg

มารโิอ ้1 คนสูง 1.80 m มารโิอ ้7 คนจะสูง 7x1.80 = 12.60 m

ดงันัน้  ผลรวมของน า้หนกัของมารโิอท้ ัง้ 7 คนเป็น 490kg

ผลรวมของส่วนสูงของมารโิอท้ ัง้ 7 คนเป็น 12.60 m

*** หมายเหต ุการบวกลบทางพชีคณิตของปรมิาณสเกลา่ร ์สามารถกระท าไดเ้ลย



เวกเตอรใ์นปรภิมูิ 3 มิติ

 ก าหนดใหเ้วกเตอร ์A ซึง่อยู่ในปรภิูม ิ3 มติมิจีดุเริ่มตน้ทีจ่ดุก าเนิดและมจีดุปลายทีจ่ดุ

1 2 3[ , , ]A a a a เรยีกวา่เวกเตอรต์ าแหน่ง (Position Vector)

1 2 3( , , )a a a

[0,0,0]A  เรยีกวา่เวกเตอรศู์นย ์(Zero Vector)

 ในกรณีทีเ่วกเตอรไ์มไ่ดม้จีดุเริ่มตน้ทีจ่ดุก าเนิด เช่น                    และจดุปลายที่จดุ                  

สามารถเขยีนสญัลกัษณแ์ทนไดเ้ป็น                    

1 2 3( , , )P x y z 1 2 3( , , )Q x y z

PQ



การบวกและการคูณดว้ยสเกล่ารข์องเวกเตอรต์ าแหน่ง

 ก าหนดใหเ้วกเตอร ์                        และ                       เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูม ิ3 มติแิลว้ 1 2 3[ , , ]A a a a
1 2 3[ , , ]B b b b

1 1 2 2 3 3[ , , ]A B a b a b a b    

1 2 3[ , , ]kA ka ka ka

เวกเตอร ์                        และ                       จะเป็นเวกเตอรท์ีเ่ท่ากนัหรอืเวกเตอรเ์ดยีวกนัเมือ่
1 2 3[ , , ]A a a a

1 2 3[ , , ]B b b b

1 1a b 2 2a b
3 3a b



สมบตับิางประการที่เกี่ยวกบัการบวกและการคูณดว้ยสเกลา่รข์องเวกเตอรต์ าแหน่ง

 ถา้             และ      เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูม ิ3 มติ ิและ             เป็นสเกลา่รแ์ลว้จะได ้ A B C k m

A B B A  

( ) ( )A B C A B C    

0 0A A A   

( ) 0A A  

( ) ( )k mA km A

( )k A B k A kB  

( )k m A k A mA  



เวกเตอรห์น่ึงหน่วย

 ให ้                        เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูม ิ3 มติเิรยีกระยะทางจากจดุก าเนิดถงึจดุ                

วา่ขนาดของเวกเตอร ์     เขยีนแทนดว้ย      A

1 2 3[ , , ]A a a a 1 2 3( , , )a a a

A

2 2 2

1 2 3A a a a  

เรยีกเวกเตอรท์ีม่ขีนาดหนึ่งหน่วยวา่ เวกเตอรห์นึ่งหน่วย 

Z

Y

X

j

k

i

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)

1 2 3 1 2 3[ , , ]A a a a a i a j a k   



ผลคูณเชิงสเกลา่รแ์ละผลคูณเชิงเวกเตอรใ์นปรภิมู ิ3 มิติ

การน าเวกเตอร ์2 เวกเตอรม์าคูณกนัจะเกดิผลลพัธไ์ด ้2 แบบคือ

 ผลลพัธเ์ป็นสเกลา่ร ์เรยีกวา่ ผลคูณเชงิสเกลา่ร ์(dot product)

 ผลลพัธเ์ป็นเวกเตอร ์เรยีกว่า ผลคูณเชงิเวกเตอร ์(Cross product)

บทนิยาม 4 ผลคูณเชงิสเกลา่ร์

ให ้ และ เป็นเวกเตอรใ์นปริภมู ิ3 มติแิละ    เป็นมมุระหวา่ง      และ     โดยที ่      A

B

 A B 0 180 

ผลคูณเชงิสเกลา่รข์อง     และ    เขยีนแทนดว้ย A A B

cos , 0 && 0

0 , 0 || 0

A B A B
A B

A B

  
 

 



ผลคูณเชิงสเกลา่รข์องเวกเตอรต์ าแหน่ง

 ก าหนดให ้               และ                เป็นเวกเตอรต์ าแหน่งในปรภิูม ิ3 มติแิลว้จะไดว้า่1 2 3[ , , ]A a a a
1 2 3[ , , ]B b b b

cosA B A B 

cosA 

B

A



***ผลคูณเชงิสเกลา่รข์องเวกเตอรท์ีต่ ัง้ฉากกนัจะมค่ีาเป็นศูนยเ์สมอ

ถา้    และ     ไมเ่ป็นศูนยแ์ลว้มมุระหว่าง    และ    สามารถหาไดจ้าก

โคไซนก์ าหนดทศิทาง

A B A B



โคไซน์ก าหนดทิศทาง

ถา้    และ     ไมเ่ป็นศูนยแ์ลว้มมุระหว่าง    และ    สามารถหาไดจ้ากโคไซนก์ าหนดทศิทางA B A B

Z

Y

X



R

S

Q





 , ,P a b c

o

ก าหนดจดุ                  และ                 เป็นเวกเตอรใ์นปรภิูม ิ3 มติ ิ[0,0,0]O  [ , , ]P a b c

และให ้                      เป็นมมุทีว่ดัจากพกิดัดา้นบวกไปยงั  , , [0, ]    OP

cos
OQ a

OP OP
   cos

OR b

OP OP
   cos

OS c

OP OP
  

, ,  เรยีก                 วา่มมุก าหนดทศิทางของ OP

เรยีก                                   วา่โคไซนก์ าหนดทศิทางของ cos , cos , cos   OP



Example 2

 จงหาโคไซนก์ าหนดทศิทางของเวกเตอรท์ีม่จีดุเริ่มตน้ที ่              และจดุสิ้นสุดที่(0,3,5)P (1,5,2)Q

 Solution :  1 0, 5 3, 2 5PQ      1, 2, 3PQ  

 
22 21 2 3PQ    หาขนาดเวกเตอรจ์ะได ้

1 4 9PQ   

14PQ 

ดงันัน้ โคไซนแ์สดงทศิทางของเวกเตอร ์         คอืPQ
1 2 3

, ,
14 14 14





นิยาม

เวกเตอร์ 2 เวกเตอรจ์ะมทีศิทางเดยีวกนัก็ต่อเมือ่มโีคไซนแ์สดง
ทศิทางชดุเดยีวกนัและจะมทีศิทางตรงขา้มกนัก็ต่อเมือ่โคไซนแ์สดง

ทศิทางแต่ละแกนของเวกเตอรห์นึ่งเป็นจ านวนตรงขา้มกบัโคไซน์

แสดงทศิทางของอกีเวกเตอรห์นึ่ง



Example 3
 จงตรวจสอบวา่เวกเตอรต่์อไปนี้ คู่ใดขนานกนัโดยใชโ้คไซนแ์สดงทศิทาง

PQ

3. เวกเตอร ์      ซึง่มจีดุเริ่มตน้ทีจ่ดุก าเนิด และจดุสิ้นสุดที ่ 

1. เวกเตอร ์        มจีดุเริ่มตน้ที ่               และสิ้นสุดที ่(1,2,3)P (2, 3,5)Q 

2.  2, 10, 4a  

OR ( 3,15,6)R 

 Solution : พจิารณาขอ้ที ่1

 2 1, 3 2, 5 3PQ       1, 5, 2PQ  



Example 3

 
22 21 5 2PQ     1 25 4PQ    30PQ 

ดงันัน้โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอืPQ
1 5 2

, ,
30 30 30



 Solution : พจิารณาขอ้ที ่2

 
22 22 10 4a     4 100 16a    120 2 30a  

ดงันัน้โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอืa
2 10 4

, ,
2 30 2 30 2 30





Example 3

 Solution : พจิารณาขอ้ที ่3

ดงันัน้โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอื

 3 0, 15 0, 6 0OR       3, 15, 6OR   

   
2 223 15 6OR      9 225 36OR    270OR  3 30OR 

OR
3 15 6

, ,
3 30 3 30 3 30

 



Example 3

โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอืOR
3 15 6

, ,
3 30 3 30 3 30

 

โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอืPQ
1 5 2

, ,
30 30 30



โคไซนแ์สดงทศิทางของ        คอืa
2 10 4

, ,
2 30 2 30 2 30



จะเหน็วา่                           ต่างก็ขนานกนั โดยที ่                  มทีศิทางเดียวกนั PQ a OR PQ a

PQ OR มทีศิทางตรงขา้มกนั 



ผลคูณเชิงเวกเตอรข์องเวกเตอรต์ าแหน่ง

 สามารถกระท าไดก้บัเวกเตอรช์นดิ 3 มติเิท่านัน้

 ผลคูณเชงิเวกเตอรข์องเวกเตอร ์   กบั    เขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ ์  u v u v

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2

x x y z z y

y y z x x z

z z x y y x

     
     

  
     
          

1 2

1 2 1 1 1

2 2 2 2 2

det

x x i j k

y y x y z

z z x y z

    
    

      
         

บางคนนิยมท่องวา่

 ถา้     กบั    ขนานกนั จะได ้  u v 0u v 

 ในกรณีที ่     ครอสตวัเองจะได ้              เสมอ u 0u u 



Example 4

ให ้                      และ                        ถา้ให ้   เป็นมมุระหว่าง    กบั    จงหา  2u i j k   2v i j k     u v sin

 Solution : เน่ืองจาก 

2 1 (1)(1) (1)(2) 1

1 2 (1)( 1) (2)(1) 3

1 1 (2)(2) (1)( 1) 5

u v

         
       

       
       
               

sinu v u v  

ดงันัน้

แทนในสูตร                         จะได ้sinu v u v        
2 2 22 2 2 2 2 21 3 5 2 1 1 1 2 1 sin         

35 6 6 sin

ดงันัน้
35 35

sin
66 6

  



การบา้น #1

ใหท้  าค าถามทา้ยบทที ่1 ขอ้ 1-10


